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Prefacio

O propésito deste livreto € servir como guia para professores de matemadtica interessados
em realizar uma intervencao pontual sobre o tema fractais com estudantes dos anos finais do ensino
fundamental ou do ensino médio. O conteido nio pretende ser uma exposi¢cao completa sobre o tema
e deve ser visto como uma proposta de introdugao investigativa aos fractais, que também pode servir
como uma ferramenta auxiliar nos conceitos de dilatagdo e contracao (homotetias), tamanho e dimensao,
€ processos iterativos.

Os conteudos est@o organizados em capitulos contendo: uma breve histéria dos fractais; uma
introdugdo ao conceito de fractal através do exemplo do Conjunto de Cantor; uma sequéncia de atividades
com trés fractais (a Curva de Koch, a Curva do Dragao e o Tridngulo de Sierpinski); e, por fim, uma
breve discussdo sobre o conceito de dimensao fractal. Além disso estd incluso um pequeno glossario nas
péginas 31 e 32.

Buscamos introduzir os conceitos por meio de exemplos do mundo real e experimentos praticos
que podem ser realizados pelos estudantes ou com a participacdo deles. Para a realizacdo desses experi-
mentos, o livreto vem acompanhado de dois tipos de réguas, que sdo para gerar fractais, e por uma célula
de Hele-Shaw (para mais detalhes veja o glossario no final do livreto).

O texto introduz as principais caracteristicas dos fractais e alguns exemplos importantes, junta-
mente com motivacdes para o estudo deles, e foi organizado didaticamente da seguinte forma:

e As caixas azuis contém defini¢des ou descrigdes dos objetos estudados. Por exemplo:

O Conumto de Cuantor

0 Conjunto de Cantor ¢ obtido, & partir de um segmento de retia, ao iterarmos infinitas vezes o
seguInle processo:
1. Divide-se cada um dos segmentos de reta formados na teraclio anterior em s segmentos
de 1gual comprimento.
2. Apaga-se os segmentos abertos centrass obtidos no ttem 1.

e As caixas retangulares roxas cont€m as propriedades dos fractais e algumas observagdes importantes.
Por exemplo:



O comprimento dos segmentos cal pela metade a cada iteraciio

O comprimento de cada segmento cai pela metade pois cada segmento € dobrado (dividido) ao meio.
Assim, novamente por induciio, o comprimento dos segmentos € [{1/2)%, onde { é o comprimento do
segmento inscal,

e As partes do texto destacadas com uma barra lateral verde indicam as atividades que devem ser
desenvolvidas pelos estudantes e tém as respostas, para guiar o professor, escritas na cor azul. Por
exemplo:

Atividade I: Discussio sobre as propriedades do Conjunto de Cantor.
O objetivo desta atividade € identificar, juntamente com os estudantes, s principais propnedades do
Conjunto de Cantor ¢ as maiores dificuldades na sua construgdo. O professor pode ajudar os estuduntes
& chegar a algumas dessas propriedades através de questionamentos como:

o A cada iteragdo o comprimento do conjunto resultante aumenta ou diminui? O comprimento
diminui. A cada iweragdo a soma dos comprimentos dos segmentos restuntes € igual o 273 da
soma dos comprimentos dos segmentos gue haviam na iteragdo anterior. Assin, s¢ ¢ segmento
inicial tem comprimento 1, © comprimento apds i #-Esima iteracho serd (2/3)7, que tende g zero
quando » vai para o infinito

e O conjunto resultante seri vazio? Nio, pois alguns pontos, como os extremos de cada um dos
segmentos retirados, permnanecerio alé o fim

o E possivel iterar o processo de construgiio infinitas vezes na pritica? Nio

Quins senam as methores medidas de segmento iicial para realizarmos algumas iterages com

o auxilio de uma régua graduada”? Aguelas medidas que sio multiplos ou poténcias de 17és,

o Quantas capizs do Conjunto de Cantor obtemos se triplicarmos  {esticando) o comprimento do
conjunta”? Obtemos apenas duas oopias do Conjunto de Cantor, como lustra a Figura 2.2

e O texto ndo destacado contém explicacdes e motivagdes que consideramos relevantes, dando
contexto e motivagcdo aos objetos e as propriedades introduzidas.

Apesar de apresentarmos um material de natureza principalmente paradidética, ou seja, para ser
desenvolvido além dos contetdos curriculares, a aplicacdo em sala durante as aulas de matematica pode
ser feita e justificada no contexto:

e da Geometria Euclidiana, especialmente devido as homotetias;

e das Geometrias Nao-Euclidianas, pelas formas fractais diferirem daquelas da geometria classica;

e interdisciplinar, em conjunto com a Informética, por causa das aplicacdes iterativas usualmente
utilizadas para definir os mais diversos fractais.

Indicamos ainda aos interessados a, primeiramente, praticarem as atividades e assegurar-se
de que compreenderam as explicagdes e como aplicar as técnicas, evitando dessa forma que erros nos
procedimentos de construgdo dos fractais gerem conclusdes equivocadas sobre o tema nos estudantes.
Além disso, entendemos que a compreensdo das razdes, pelas quais valem as propriedades destacadas,
€ fundamental. De modo que, apesar de ndo demonstrarmos formalmente a validade das diversas
propriedades, as explicacdes que as justificam sdo um dos pontos centrais do texto e a discussao delas
com os estudantes é muito importante.



1. Sobre o Surgimento do Conceito de Fractal

A matemética pode ser descrita como a ciéncia que estuda padrdes. Padrées em formas, padroes
em numeros, padrdes em fungdes, dentre outros. Muitas inspiragdes e motivacdes para este estudo vém da
propria natureza e das alteragdes que fazemos nela.

Para compreendermos a natureza e construirmos a grande variedade de objetos e edificacdes
que nos cercam, escolhemos, do ponto de vista histérico, objetos matematicos simples e os aplicamos
de diferentes formas. Comegamos com nimeros naturais, entdo vimos a necessidade de considerar os
nimeros inteiros, os racionais e os reais. Estudamos as formas através de segmentos de reta, circulos,
pardbolas, poligonos, poliedros, cilindros, esferas, ... Utilizamos retas tangentes para estudar curvas, e
planos tangentes para estudar superficies. Nas diversas criacdes humanas, as figuras que aparecem em
maior frequéncia sdo composicdes de figuras simples, formadas a partir de retas, circulos, tridngulos, entre
outras.

Contudo diversos objetos matemadticos surgiram ao longo do desenvolvimento da matematica
que ndo podiam ser estudados em termos das figuras geométricas cldssicas ou de funcdes elementares.
Entre eles citamos':

e A Funciao de Weierstral3, publicada em 1875 em um artigo do matematico alemao Karl Theodor
Wilhelm Weierstrass, foi o primeiro exemplo de uma funcdo continua que ndo admite reta tangente
(ndo € diferencidvel) em nenhum ponto. A fungao foi descrita em termos de uma soma infinita.

e O Conjunto de Cantor, introduzido pelo matematico alemdo Georg Cantor em um artigo publi-
cado em 1883, é um subconjunto do segmento [0, 1] que € infinito e ndo enumerdvel, mas tem
comprimento zero e ndo contém nenhum segmento inteiro.

e A Curva de Koch, publicada em 1906 em um artigo do matematico Suéco Helge von Koch, foi
a primeira curva construida a partir de procedimentos elementares da geometria sem apresentar
tangente em nenhum ponto.

O matematico italiano Ernesto Cesaro ressaltou, em um trabalho de 1905, a importante
propriedade da auto similaridade da Curva de Koch. Em 1938 o matematico Francés Paul Pierre Lévy
construiu diversas curvas e superficies com essa propriedade de auto similaridade.

Diversos autores escreveram sobre os diferentes conceitos de dimensiao que surgiam ao con-

ITraduc@es (para o inglés) dos artigos citados no presente capitulo podem ser encontradas na coletinea [1].
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siderarmos conjuntos e curvas como os citados acima. Por fim, os estudos de dimensao culminaram
no surgimento da teoria de dimensao fractal, que teve uma das contribui¢cdes fundamentais dadas pelo
matematico alemao Felix Hausdorff, no artigo Dimensdo e Medida Exterior de 1918.

Os objetos matematicos citados surgiram como exemplos de casos patolégicos em seus diversos
contextos e foram considerados assim por um bom tempo.

O interesse pratico nessas “aberracdes” s6 veio com o matemdtico francé€s Benoit B. Mandelbrot,
quando ele comecou a trabalhar na IBM em 1958, e uma de suas primeiras tarefas foi analisar interferéncias
nos sinais elétricos. Essas interferéncias apresentam padrdes mais e mais complicados quanto maior o
nivel de detalhes que sdo observados, além disso os padrdes repetem-se em diferentes escalas. Mandelbrot
comecou a notar que o mesmo tipo de irregularidade ocorria em diversos fendmenos da natureza e,
em 1967, publicou o artigo intitulado “Qual é o comprimento da linha costeira da Inglaterra? Auto
similaridade estatistica e dimensdo fractal.” Neste artigo ele discute sobre o fato de que quanto mais
de perto observarmos um litoral, mais irregularidades vemos: os desniveis no solo; rochas; pequenas
pedras; as rugosidades nas superficies das pequenas pedras e até as moléculas e &tomos nas pedras e no
solo. Deste modo, a linha costeira é na verdade muito intrincada, com mudancas de direcdo a toda hora e
ndo uma curva suave. Tais irregularidades sdo muito complicadas para descrever com as ferramentas da
geometria euclidiana, mas uma ferramenta surgia na época que permitiria estudar esses fendmenos: a
informatica, a qual era acessivel a Mandelbrot devido a seu trabalho na IBM.

Foi Mandelbrot quem cunhou o termo fractal para descrever as curvas e conjuntos patolégicos
que se apresentavam.

A palavra fractal vem do latim fractus que significa quebrado ou fraturado. Podemos pensar
intuitivamente® nos fractais como formas ou figuras geométricas completamente fraturadas, mudando
de direcdo a cada instante ou cheias de buracos.

Hoje em dia fractais sdo importantes para descrever diversos fendomenos naturais®>. Também
percebe-se a incapacidade da geometria cldssica em modelar e descrever os objetos do mundo ao nosso
redor, como declarou Mandelbrot em [3]:

Nuvens ndo sdo esferas, montanhas ndo sdo cones, linhas costeiras ndo
sdo circulos, cascas de drvores ndo sdo lisas, nem o raio viaja em linha
reta.

Benoit B. Mandelbrot, The fractal geometry of nature.

ZInfelizmente ndo h4 defini¢do precisa e simples do que é um fractal. No préximo capitulo introduziremos, de maneira mais
detalhada, o que é um fractal.
3Introduziremos alguns exemplos no préximo capitulo.



2. Introducao aos Fractais

Fractais usualmente s@o criados através da repeticdo de um processo simples, que é iterado
uma infinidade de vezes a partir de um objeto (muitas vezes geométrico, como um segmento de reta).
Defini¢des formais do conceito de fractal sdo dificeis e, para alguns propdsitos, ndo satisfatorias. Deste
modo a melhor forma de apresenté-los € através de exemplos.

O Conjunto de Cantor

O Conjunto de Cantor é obtido, a partir de um segmento de reta, ao iterarmos infinitas vezes o
seguinte processo:
1. Divide-se cada um dos segmentos de reta formados na iterag@o anterior em trés segmentos
de igual comprimento.
2. Apaga-se os segmentos abertos centrais obtidos no item 1.

Figura 2.1: O segmento inicial e as primeiras iteracdes do processo
que gera o Conjunto de Cantor.

E importante mostrar, ao expor esse processo de construcdo, os resultados obtidos apés uma,
duas, trés, ..., n iteragdes; contudo o Conjunto de Cantor ndo é nenhum desses conjuntos, mas € o que
obterfamos aplicando recursivamente esse processo infinitas vezes.
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Atividade 1: Discussao sobre as propriedades do Conjunto de Cantor.
O objetivo desta atividade ¢ identificar, juntamente com os estudantes, as principais propriedades do
Conjunto de Cantor e as maiores dificuldades na sua construcio. O professor pode ajudar os estudantes
a chegar a algumas dessas propriedades através de questionamentos como:

e A cada iteracdo o comprimento do conjunto resultante aumenta ou diminui? O comprimento

diminui. A cada iteracio a soma dos comprimentos dos segmentos restantes € igual a 2/3 da
soma dos comprimentos dos segmentos que haviam na iteragdo anterior. Assim, se 0 segmento
inicial tem comprimento 1, o comprimento apds a n-ésima itera¢do serd (2/3)", que tende a zero
quando n vai para o infinito.

O conjunto resultante serd vazio? Nao, pois alguns pontos, como os extremos de cada um dos
segmentos retirados, permanecerao até o fim.

e E possivel iterar o processo de constru¢do infinitas vezes na pratica? Nao.
e Quais seriam as melhores medidas de segmento inicial para realizarmos algumas iteragdes com

o auxilio de uma régua graduada? Aquelas medidas que sdo multiplos ou poténcias de trés.
Quantas cépias do Conjunto de Cantor obtemos se triplicarmos! (esticando) o comprimento do
conjunto? Obtemos apenas duas cdpias do Conjunto de Cantor, como ilustra a Figura 2.2

Figura 2.2: A linha superior ilustra o Conjunto de Cantor original
e a linha inferior ilustra o Conjunto de Cantor ap6s uma homotetia
de razdo 3 no plano.

Existe algum segmento de reta inteiramente contido no Conjunto de Cantor? Ou sempre
observamos pontos espalhados? Nenhum segmento pode estar contido no conjunto, pois
o comprimento de cada segmento na n-ésima iteragdo é (1/3)", assim nenhum segmento de
comprimento maior do que (1/3)" existird a partir da n-ésima iteragéo. Contudo (1/3)" fica cada
vez mais proximo de zero, quando n aumenta, de modo que nenhum segmento de comprimento
maior do que zero restard no Conjunto de Cantor. Por isso dizemos que o Conjunto de Cantor
tem uma estrutura fina, isto €, ndo importa quanto zoom dé-se na figura, sempre encontram-se
pontos dispersos.

Pode-se afirmar que uma pequena parte do conjunto € similar ao todo? Sim, o conjunto tem
propriedades de auto similaridade. Isso decorre do fato de aplicarmos o processo iterativo
infinitas vezes, de modo que, cada um dos 2" segmentos obtidos na n-ésima iteracdo do processo
sofre exatamente 0 mesmo processo que o segmento inicial.

A estrutura fina do Conjunto de Cantor contrasta com os objetos simples da geometria euclidiana

com seus segmentos de reta, circulos, planos e curvas definidas como o local geométrico dos pontos com
uma determinada propriedade.

Descricdes simples sdo, para muitos propdsitos, melhores do que descrigdes complexas, contudo

as ferramentas da geometria euclidiana nao sdo adequadas para descrever muitas formas escolhidas
pela natureza. De fato podemos observar em muitos fendmenos padrdes excessivamente elaborados
repetindo-se em escalas cada vez menores, alguns dos quais relatamos agora.

IEsse contetdo pode ser melhor trabalhado se os estudantes ja conhecerem o conceito de homotetia, para mais detalhes vide

o glossdrio.
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A Figura 2.3 mostra o formato das folhas de um arbusto repetindo-se (grosseiramente) em escalas
distintas.

Figura 2.3: Uma folha de samambaia’e ampliag¢des de partes da
folha. (Fonte: Flickr)

A Figura 2.4 mostra um raio que bifurca-se em seu caminho até o solo. Nela destacamos uma das
bifurcacdes, que divide-se novamente, e um de seus ramos dividindo-se ainda outra vez.

3

Figura 2.4: Um raio’e suas muitas ramifica¢des. (Fonte: Flickr)

2Veja direitos autorais desta imagem no final do livreto.
3Veja Direitos autorais desta imagem no final do livreto.
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A Figura 2.5 mostra as muitas ramifica¢des de um delta de rio, que divide-se em cursos menores, e
esses cursos menores também dividem-se novamente.

Figura 2.5: O delta do rio Indo*no Paquistio. (Fonte: Flickr)

Diversos outros fendmenos apresentam caracteristicas semelhantes aquelas dos exemplos que
citamos. Muito além disso, esses padrdes intrincados, a rugosidade, a complexidade das superficies tém um
papel importante na funcionalidade de diversos corpos e fendmenos na natureza. Como exemplos temos:
as pregas, vilosidades e microvilosidades do intestino que aumentam grandemente a drea de absorcao;
0 modo como um rio desemboca formando muitas ramificagdes em um delta, que gera ecossistemas
proprios; a porosidade do solo, que influencia como a dgua € absorvida; entre muitos outros.

Vamos concluir essa secdo com um experimento que mostra o surgimento natural de fractais
em uma célula de Hele-Shaw?. As interagdes entre fluidos diferentes, como apresentado na célula de
Hele-Shaw, sdo importantes, por exemplo, na exploracdo de petréleo; onde injeta-se 4gua nos depésitos
subterraneos para facilitar a extracao (por exemplo a referéncia [6]).

Atividade 2: O objetivo desta atividade é mostrar que padrdes intrincados e com auto similaridade,
isto é repetindo os diferentes formatos em diferentes escalas, podem surgir naturalmente da interagdo
entre dois fluidos. Para a atividade serdo necessarios:
1. célula de Hele-Shaw (que acompanha o livreto);
seringa graduada (que acompanha o livreto);
corante alimentar (que acompanha o livreto);
glicerina (que acompanha o livreto);
dois prendedores de papel (que que acompanham o livreto);
toalhas para forrar a superficie onde serd feito o experimento;
copos para despejar despejar a glicerina e o corante;
luvas para ndo sujar as mios com o corante.

AN

4Veja direitos autorais desta imagem no final do livreto.
SVer glossério.
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Desenvolvimento da atividade Iniciamos montando a célula de Hele-Shaw:
1. Coloque uma placa sobre a outra, de forma que o conector fique para cima.
2. Prenda uma placa a outra utilizando grampos ou prendedores em laterais opostas.
Seguimos desenvolvendo o experimento e ponderando com os estudantes a respeito do comportamento
dos fluidos:
1. Injete 2 ml de glicerina pelo conector no centro da placa. Questione os estudantes sobre como
fica o formato do fluido concentrado entre as placas. O fluido espalha-se em formato circular a
partir do centro das placas.

Figura 2.6: Distribuicao da glicerina na Célula de Hele- Shaw

2. Explique para os estudantes que serd injetado corante pelo mesmo conector. Questione os
estudantes sobre qual formato eles imaginam que o corante ird ter. Intuitivamente a resposta
mais natural é que ela distribua-se igualmente em todas as direcdes, formando uma circunferéncia
dentro da circunferéncia de glicerina.

3. Injete 2 ml de corante na célula. Peca que os estudantes descrevam o resultado obtido. Pode-se
notar a formacao de uma figura irregular com pequenos “bracos”, que dividem-se em bracos
menores parecidos com os maiores e estes em bragos menores ainda. A figura apresenta, deste
modo, o padrdo de auto similaridade em diferentes escalas que encontramos nos fractais.

Figura 2.7: Distribuicdo do corante na Célula de Hele- Shaw






3. Atividades com Fractais

Apesar da notdria presenca de estruturas fractais na natureza motivar o seu estudo, no existe
consenso sobre uma definicao simples capaz de apreender de maneira adequada as diversas estruturas
que chamamos de fractal'. Uma maneira de contornar essa dificuldade é nio pré-fixar um conceito, mas
estudar exemplos especificos e observar que estrutura eles t€m em comum.

Contudo, surge entdo a questdo: exemplos especificos de qué? Os conjuntos que estamos
interessados (e nos referimos vagamente como fractais) devem ter determinadas caracteristicas. Listamos
abaixo versdes simplificadas das caracteristicas consideradas por Falconer [2]:

Propriedades que descrevem fractais.

Quando nos referimos a um conjunto X como um fractal, tipicamente temos as seguintes caracte-
risticas em mente:
1. X tem uma estrutura fina, isto €, detalhes em escalas arbitrariamente pequenas;
X é muito irregular para ser descrito em linguagem geométrica tradicional;
. X tem alguma forma de auto-similaridade;
. a “dimensdo fractal®” ndo é, na maioria dos casos, inteira;
. X estd definido de maneira simples na maioria dos casos de interesse, talvez recursivamente.

Lok W

Na sequéncia apresentamos, entdo, alguns exemplos classicos de fractais.

3.1 A Curvade Koch

A Curva de Koch foi uma das primeiras estruturas fractais descritas na matemadtica. Ela foi criada
pelo matemdtico sueco Helge von Koch e apareceu pela primeira vez em 1904, em um artigo que tratava
da criagc@o de uma curva continua sem tangentes em nenhum ponto.

IConsideragdes sobre definicdes de fractal podem ser encontradas em [2], pag. Xx.
20 conceito de dimensio fractal é estudado no capitulo 4.
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5

Figura 3.1: Um esboco da Curva de Koch.

A Curva de Koch

Tomando um segmento de reta e fixando um de seus lados, obtém-se a Curva de Koch ao repetir-se
infinitas vezes o seguinte processo:

1. Divide-se cada um dos segmentos de reta em trés segmentos de igual comprimento.

2. Desenha-se tridangulos equildteros com bases formadas pelos ter¢os médios de cada segmento
dividido no primeiro passo, de modo que todos os tridngulos estejam do lado da poligonal
induzido pela escolha inicial.

3. Apaga-se os segmentos centrais obtidos no primeiro passo.

A figura 3.2 ilustra as seis primeiras iteragdes do processo descrito na construgdo da Curva de
Koch.

i
VAN A P8
D GNP o P

Figura 3.2: Segmento inicial e cinco iteracdes da Curva de Koch.

Ao tentarmos produzir manualmente a Curva de Koch, percebemos que o processo é bastante
trabalhoso. De fato o nimero de segmentos que precisa ser substituido pelos dois lados de um tridngulo,
que comeca em um, é¢ multiplicado por quatro a cada nova iteragdo e, dessa forma, cresce exponencial-
mente. Além disso os detalhes adicionados a cada itera¢do tornam-se muito pequenos depois de alguns
passos, de fato, o comprimento dos lados do tridngulo gerado ¢ dividido por 3 a cada iteracao e, dessa
forma, decresce exponencialmente.

Para produzir de maneira mais simples as poligonais obtidas sucessivamente vamos utilizar as
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réguas que acompanham o livreto na atividade 3, que esta descrita mais adiante. As réguas t€ém a forma
obtida na terceira iteracdo, conforme ilustra a figura 3.3.

oty
o W, el

Figura 3.3: Uma das réguas que acompanha o livreto

Contudo, para compreender como utilizar as réguas corretamente, precisaremos entender algumas
das propriedades dessas poligonais.

Copias das poligonais: Observa-se que a poligonal obtida na k-ésima iteracdo é formada por quatro
cépias da poligonal obtida na (k — 1)-ésima iteracio encolhidas®para um terco de seu tamanho original.
As razdes intuitivas para a validade desta propriedade sdo que: a primeira itera¢do faz quatro segmentos
com 1/3 do comprimento do segmento inicial e, além disso, cada nova iteracdo é aplicada nesses
segmentos e nas poligonais geradas a partir deles. Assim, aplicar k iteracdes no segmento inicial € o
mesmo que aplicar (k — 1) itera¢des em cada um dos quatro segmentos com 1/3 do comprimento do
segmento inicial.

Entendemos que a explicagdo intuitiva é preferencial para alunos do ensino basico. Contudo, para
demonstrar de fato a validade desta propriedade, é necessdrio um argumento de indugédo, que deixamos
como exemplo:

e A primeira iteracdo transforma o segmento inicial em uma poligonal com quatro segmentos, todos
com um terco do comprimento original.

e Suponha que a poligonal P, obtida na k-ésima iteragdo tiver quatro cépias reduzidas Pyy, Pro, P3
P4 da poligonal P,_; obtida na iteracdo k — 1. Entao a préxima iterac@o aplica 0 mesmo processo
em Py, Py, Pi3, Pra € P,_1, que sdo idénticas a menos do tamanho e da posicdo, e portanto produz
o mesmo resultado. Assim obtemos que Py € formada por 4 cpias reduzidas de P,.

A Figura 3.2 permite visualizar esta propriedade das cdpias das poligonais em vdrias iteracoes.
Ilustramos a propriedade em detalhe na Figura 3.4.

Py P> B3

Figura 3.4: Copias a cada iterag@o

3 Aplicando uma homotetia de razio 1/3 em algum ponto do plano.
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Deste modo, se ampliarmos* trés vezes a figura obtida na (k 4 1)-ésima iteracdo, obteremos
quatro copias idénticas da poligonal obtida na k-ésima iteracdo. A figura 3.6 abaixo ilustra a obtencdo de
cOpias idénticas ao compor as iteracdes que geram a curva com homotetias de razao 3.

S
N T

Figura 3.5: Iteracdes compostas com amplia¢des

As réguas que acompanham o livreto podem ser utilizadas para produzir as poligonais obtidas
pelo processo descrito acima. Para isso pensamos nas poligonais como suportadas por uma reta de
apoio, que contém os segmentos final e inicial dela. A poligonal da terceira iteragdo € obtida tracando
uma vez a régua. A poligonal da quarta iteragdo € obtida tracando a régua quatro vezes sucessivamente,
mas formando angulos de 60°, -120° e 60°. Para a terceira iteragdo, dezesseis copias sao necessdrias.
As réguas tém marcacdes com os Angulos para o correto tragado das curvas e deve-se utilizar grafite 0.5,
de acordo com as ilustragdes abaixo:

Figura 3.6: Aplicando as réguas para construir poligonais que
geram a Curva de Koch®

4 Aplicando uma homotetia de razio 3 em algum ponto do plano.

5 A lacuna na régua é estreita para reduzir os erros de construcio, que acumulariam-se com as vérias iteracdes, por isso da
necessidade de grafite 0.5.

Note as linhas de base que usamos para tentar minimizar os erros de construco.
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Atividade 3

1. Divida os estudantes em grupos de trés e instrua-os a construir, utilizando as réguas fornecidas,
seis iteragdes da Curva de Koch ampliada descrita anteriormente.

2. Identifique, juntamente com os estudantes, as principais propriedades da Curva de Koch (sem ser
ampliada) e as maiores dificuldades na sua constru¢do. O professor pode ajudar os estudantes a
chegar a algumas dessas propriedades através de questionamentos como:

e Quais sdo as dificuldades encontradas para produzir as poligonais do processo com amplia-
¢coes?

e Quais as diferencas entre a Curve de Koch e sua versdo com as ampliagdes? Apenas o
tamanho, assim podemos utilizar a curva construida com as réguas para compreender a
Curva de Koch original.

e Quais sdo as vantagens e desvantagens em usar a curva ampliada para compreender a
Curva de Koch original? A curva original tem detalhes muito pequenos que sdo dificeis de
construir apds algumas iteragdes, contudo a curva ampliada cresce muito rapidamente o
que limita seu uso devido ao tamanho da folha de papel.

e Qual o ndmero de segmentos que tem a poligonal obtida na k-ésima iteracao do processo
de construgio da Curva de Koch original? Sdo 4 segmentos, pois come¢amos com um
segmento e cada segmento existente em uma iteracao € trocado por uma poligonal com 4
segmentos no préximo passo.

e Qual o comprimento de cada segmento obtido na k-ésima iteracdo do processo? Cada
segmento mede 1/3% do segmento original, pois cada segmentos existente em uma iteragio
é substituido por uma poligonal com segmentos medindo 1/3 de seu comprimento.

e Qual o comprimento da poligonal obtida na k-ésima iteragio? (4/3)F vezes o comprimento
da curva inicial, pois temos 4¢ segmentos, cada um medindo 1/3% do comprimento da
curva inicial.

e O que acontece com o comprimento da curva obtida apds infinitas itera¢cdes? O compri-
mento tende ao infinito, pois 4/3 é maior do que 1, garantindo que (4/3)* é crescente e
nao limitada.

e O que seria uma reta tangente a uma das poligonais? Nos pontos que ndo sdo extremos de
cada um dos segmentos que formam a poligonal, a tangente’é a reta que contém o préprio
segmento; contudo nos pontos extremos dos segmentos a curva nao possui tangentes.

e A Curva de Koch tem alguma tangente? Nao, por que, assim como o Conjunto de Cantor,
nenhum segmento de comprimento maior do que zero cabe em todas as poligonais e,
portanto, também nado existem segmentos na Curva de Koch.

Por fim, ilustramos, apenas como exemplo complementar, o Floco de Neve de Koch (ou Estrela
de Koch); que é obtido ao construirmos trés curvas de Koch simultaneamente a partir dos lados de um
triangulo equilatero.

Figura 3.7: Floco de Neve de Koch

"Ver glossério.
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3.2 A Curva do Dragao

A Curva do Dragio® foi inventada pelo cientista da NASA, John Heighway em 1966, e nomeada
pelo seu colega, William Harter, que foram os primeiros a investigar a curva. Uma das primeiras
popularizagdes da curva ocorreu na revista Scientific American, na coluna de Martin Gardner, em 1967.

Figura 3.8: Esbogo da Curva do Dragio

A Curva do Dragéo também € obtida a partir de um segmento de reta ao aplicarmos infinitas
iteracdes de um processo que € descrito mais adiante no texto. Contudo as k-ésimas poligonais surgem
naturalmente ao dobrar uma tira de papel.

Curva do Dragao a partir de uma tira de papel

A k-ésima poligonal da Curva do Dragdo pode ser obtida através de dobraduras sucessivas de uma
tira de papel do seguinte modo:
1. Seguramos uma ponta da tira de papel em cada mao e dobramos a tira de papel ao meio k-
vezes sucessivamente, sempre levando a parte do lado direito sobre a parte do lado esquerdo;
2. Abre-se a tira de papel mantendo angulos retos em cada uma das dobras formadas.

Figura 3.9: Produzindo as iteragdes 1, 2, 3 e 4 a partir de uma tira
de papel

8Também conhecida como Dragio “Jurassic Park” ou Dragio de Harter-Heighway.
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Atividade 4: Divida os estudantes em grupos de trés e solicite que desenhem em uma folha de papel
as poligonais obtidas nas primeiras 5 itera¢cdes da Curva do Dragao aplicando o processo descrito
anteriormente com uma tira de papel e tracejando a curva obtida.
A figura 3.10 ilustra um segmento de reta e as primeiras poligonais obtidas ao dobrarmos a folha
de papel sucessivamente.

@ k=0 by k—1 ©k=2
k=3 () k=4 B k=5

Figura 3.10: k-ésima poligonal na constru¢do da Curva do Dragio
para alguns valores de k
Note que a curva parece encolher a cada iteracdo, contudo o comprimento permanece constante
(igual ao comprimento da tira de papel). Além disso o niimero de segmentos na figura dobra a cada nova

iteracdo realizada.
Para compreender o que acontece com a Curva do Dragdo, é necessdrio explorar algumas

propriedades das poligonais obtidas.

Atividade 5: Discuta, juntamente com os estudantes, a validade de cada uma das propriedades listadas
nas caixas roxas a seguir.

O niimero de vértices e segmentos

O ntimero de segmentos da poligonal obtida na k-ésima iteracdo é 2X. Esta propriedade vale por que, a
cada iteracdo, dobramos cada segmento da poligonal ao meio, transformando-o, deste modo, em dois
outros segmentos.

O niimero de vértices da poligonal obtida na k-ésima iteracio é 14 2%, pois uma poligonal tem um
segmento para cada vértice além do segmento inicial.

O comprimento dos segmentos cai pela metade a cada iteracao

O comprimento de cada segmento cai pela metade pois cada segmento é dobrado (dividido) ao meio.
Assim, novamente por indugio, o comprimento dos segmentos é /(1/2)¥, onde [ é o comprimento do
segmento inicial.
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Contracao da curva com as iteracoes

Quando compara-se uma das poligonais obtidas com a préxima, percebemos que a poligonal obtida
na k-ésima itera¢@o é formada na poligonal da (k + 1)-ésima pelos vértices impares, como ilustra a
figura 3.12, contudo com tamanho reduzido. Isto ocorre pois ao dobrarmos os segmentos obtidos na
k-ésima iteragdo mais uma vez, estamos adicionando um vértice entre cada par de vértices adjacentes
jé existentes na k-ésima iteragdo. Além disso os angulos entre os segmentos Vor 1 Vorr1 € Vorr1Voras
é reto pois o dngulo entre os segmentos Vo Voii1 € Vors1Vorso € reto (e para o lado correto) pela
definicdo da curva e, além disso, os angulos entre Vo1 Vorsq € VorVoro1 € 0 Angulo entre Vi1 Vogigz e
Vart1Varyo sdo de 45°, ambos para o mesmo lado.

Vis  Vie
a0 Vi3 (k+1)-ésima poligonal
Via Viz
Ve Va ‘: 7 Viz Vil k-ésima poligonal
Vs Voo Wo Vio F=as

Figura 3.11: A k-ésima poligonal na (k + 1)-ésima iteragéo

A curva parece encolher

A imagem da poligonal da k-ésima iteragio na préxima iteracio é encolhida®pelo fator 1/ V2. Isso
ocorre porque cada segmento em uma iteragcdo € dividido em 2 e cada uma das metades é um cateto
no tridngulo retangulo cuja diagonal é o segmento formado pelos vértices de indices impares, como
ilustra a figura 3.12, assim:

Vi

Figura 3.12: Poligonais consecutivas

Outra maneira de interpretar a propriedade de que a curva parece encolher € esta: se realizarmos
uma dilatagio (homotetia) de v/2 no plano a cada iteracio da Curva do Dragdo, permanecemos com uma

9 Através de uma homotetia de razio 1 / V2.
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curva diametro!? constante, como ilustra a Figura 3.13.

(b)k=1 (k=2

k=3 (k=4

(B k=5

Figura 3.13: O segmento inicial e as cinco primeiras iteragdes
dilatadas por um fator de v/2

Observando a figura 3.11, temos que a presenca da poligonal da k-ésima iteracio na poligonal da
iteracdo (k+ 1) pode ser entendida da seguinte forma: para construir a (k+ 1)-ésima poligonal a partir da
k-ésima poligonal, basta tracar um tridngulo retdngulo isdsceles sobre cada segmento da k-ésima poligonal,
de modo que a hipotenusa do tridngulo seja o segmento ja existente, e, entdo, apagar os segmentos ja
presentes na k-ésima poligonal. Todavia ainda € necessario decidir de qual dos lados do segmento deve
ser tragado o tridngulo retdngulo; a figura 3.11 indica que os lados alternam-se.

Aumentar uma iteracio acrescenta dobras alternadas nos segmentos existentes

Vamos pensar no que ocorre ao dobrarmos mais uma vez a tira de papel ja dobrada n vezes. A tira ja
dobrada n vezes é uma pilha de 2" se¢Ges planas da tira; ao dobrarmos mais uma vez, dobramos cada
uma dessas secdes ao meio, com todas as dobras para baixo. Contudo as secdes estdo empilhadas de
modo que se uma comega na esquerda e termina na direita, a préxima comecard na direita e terminara
na esquerda. Assim, ao abrirmos a tira, os novos angulos sdo formados, alternadamente, para lados
Opostos.

10por didmetro queremos dizer a distincia entre o ponto final e o ponto inicial da curva.
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Se adicionarmos a cada iteracdo uma ampliacdo da poligonal através de uma homotetia de razao
/2, podemos entio construir, sucessivamente, a (k + 1)-ésima poligonal através do processo de trocar
cada segmento da k-ésima poligonal pelos catetos dos tridngulos retangulos isésceles, como mostra a

figura 3.14.
VS

- - |

Figura 3.14: Constucdo das poligonais substituindo segmentos por
catetos

Atividade 6: Divida os estudantes em grupos pequenos (de 3 ou 4 estudantes, para que todos participem
de fato) e solicite que desenhem em uma folha de papel as poligonais obtidas nas primeiras 6 iteragdes
da Curva do Dragdo aplicando o processo da figura 3.14.

Esta forma de construir a curva nos d4 um meio para definir matematicamente a Curva do Dragao,
isto €, sem utilizar uma tira de papel. A defini¢do a seguir ainda resolve o problema da curva parecer
encolher a cada iteragdo, como na dobra do papel. Assim, a versao seguinte € equivalente & combinacdo
das iteracdes que geram a Curva do Dragfo a partir de uma tira de papel com homotetias de razio v/2.

Defini¢ao Matematica da Curva do Drag@o.

A Curva do Dragao € a curva obtida, a partir de um segmento de reta, apds infinitas iteracdes do
seguinte processo recursivo:
1. Tomando cada segmento como hipotensa, desenha-se tridngulos retangulos isdsceles, de
modo que as alturas dos tridngulos estejam sucessivamente (quando percorre-se a curva
da esquerda para a direita) a direita e a esquerda do segmento a partir do qual foi criado o
triangulo.
2. Apagam-se as hipotenusas dos tridngulos desenhados.

A préxima propriedade € percebida quando comparam-se uma das poligonais obtidas com a
préxima: a poligonal obtida pela iteracio seguinte é formada por duas cépias reduzidas'! da poligonal
anterior, com um angulo reto entre elas, conforme ilustra a figura 3.15.

7 L

Figura 3.15: Cépias consecutivas

1INa figura 3.15 estdo ilustradas as poligonais obtidas com a definicio matemdtica da curva do dragdo, que é equivalente a as
poligonais obtidas com a tira de papel, mas ampliadas pela razdo /2 a cada iteragdo.
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Aumentar uma iteracio cria duas copias da iteraciio anterior consecutivas

Na defini¢io matematica da Curva do Dragdo, a (k4 1)-ésima poligonal é formada por duas c6pias'>da
k-ésima poligonal, com um angulo reto (no sentido horario) entre elas e a segunda cdpia feita de trds
para a frente. Este fato pode ser demonstrado por inducdo a partir da definicdo matematica.

A propriedade também pode ser comprovada a partir da primeira definicdo, pois dobrar a tira de papel
k+ 1 vezes € o mesmo que dobrd-la uma vez e, entdo, dobri-la k vezes. Assim aplicamos o processo
das k iteracdes em cada uma das metades da tira de papel. Além disso a metade de cima da tira é
dobrada identicamente a metade de baixo, mas € tracada no sentido contrdrio, a partir do ponto de
unido entre as duas metades da tira. O angulo reto entre as duas metades € sempre no sentido horério,
pois € o angulo da primeira dobra.

Podemos tirar proveito dessa observagdo para construir muitas iteragdes da Curva do Dragdo
(seguida de dilatagdes que dobram o tamanho da curva) utilizando a régua, que contém a forma obtida na
terceira iterag@o da Curva do Dragdo:

Figura 3.16: Uma das réguas que acompanha o livreto

Estdo gravadas as letras “E” e “D” na régua, e as ranhuras das letras devem ficar para cima.
Notacdo para descrever o modo de utiliza¢do da régua:

R. - Significa desenhar a terceira iteracdo da Curva do Dragdo
utilizando a régua da esquerda para a direita.

R; - Significa desenhar a terceira iteragdo da Curva do Dragio
utilizando a régua da direita para a esquerda.

A - Significa girar a régua 90° no sentido anti-hordrio.

H - Significa girar a régua 90° no sentido horario.

Utilizando essa notagdo e o fato de cada cada nova iteracdo cria duas copias da iteragcdo anterior
consecutivas'? obtém-se:

Trés iteragdes R,

Quatro iteragcdes R.HR,

Cinco iteragdbes R.HR;HR.AR;

Seis iteragdes R.HR;HR.,AR;HR.HR;AR.AR

Note que ao avancar de uma iteracao para a proxima, obtém-se uma copia da iterag@o anterior,
seguida de um giro de 90° e outra copia da iterag@o anterior, mas tracada no sentido contrario, de modo
que € necessdrio trocar R, por R;, H por A e vice-versa. Isso ocorre pois desenhamos a primeira metade

12 : 1
Reduzidas por um fator de R

13Como explicado na caixa da propriedade anterior.



26 Capitulo 3. Atividades com Fractais

da curva e depois outra metade da curva, fazendo um angulo de 90° com ela, mas desenhada de trés para
frente.

L

Figura 3.17: Produzindo com a régua as iteragdes 3,4, 5, 6 e 7 do
processo que gera a Curva do Dragdo

Atividade 7: Explique para os estudantes como utilizar a régua para produzir iteragdes da Curva do
Dragéo, exemplificando com as indica¢des acima como construir até a quinta iteracdo. Em seguida
retina os estudantes em grupos de 3 e peca que utilizem as réguas para gerar a sexta iteracdo da Curva
do Dragao.

3.3 O Triangulo de Sierpinski

Todos os exemplos das segcdes anteriores sdo de fractais obtidos a partir de poligonais no plano,
contudo, fractais também podem ser definidos a partir de poligonos e sélidos'*.

Um exemplo de fractal gerado a partir de um poligono é o Tridngulo de Sierpinski. Este fractal
foi descrito pelo matematico polonés Waclaw Sierpiriski em 1915, embora ja fosse usado como padrio de
decoracdo!? vérios séculos antes. Aplicacdes decorativas mais modernas também existem, como no logo
do PROFMAT e na série de jogos de videogames “The Legend of Zelda” .

A figura da capa desse livreto é formada por dois Tridngulos de Sierpinski, um em tons de roxo e
o outro em tons de verde, superpostos.

Triangulo de Sierpinski

O Tridngulo de Sierpinski € a figura obtida, a partir de um tridngulo equildtero, apds infinitas
iteracdes do seguinte processo:
1. Remove-se, de cada tridngulo equilétero, o tridngulo definido pelos pontos médios de suas
arestas.

14 Além disso eles também podem ser produzidos através de aplicacdes sucessivas de determinadas funcdes, e. g. [4].
15por exemplo h4 aplicagdes decorativas do Triangulo de Sierpinski datando do século XIII na Basilica de Santa Maria em
Cosmedin, que fica em Roma, na Itdlia.
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Figura 3.18: O tridngulo inicial e as seis primeiras iteracdes do
processo

Deixamos a cargo do leitor a investigacdo das propriedades do Triangulo de Sierpinski!






4. Dimensao Fractal

Retornando ao exemplo, trabalhado inicialmente, do Conjunto de Cantor, temos que, apesar de
ndo ser um conjunto vazio, tem comprimento zero.

Entretanto medir o comprimento desse conjunto ndo nos ajuda a compreender o seu tamanho.
Isso ocorre devido ao Conjunto de Cantor nao ter a mesma dimensdo do que um segmento de reta ou de
uma curva e, assim, o comprimento nao da informacao relevante sobre o tamanho.

Para os objetos da geometria euclidiana a dimensdo ¢ geralmente 6bvia: um retdngulo tem
dimensdo 2, uma curva tem dimensao 1 e uma esfera tem dimensao 3. O comprimento mede o tamanho
de um objeto de dimensao 1, a drea mede o tamanho de um objeto de dimensdo 2 e o volume mede o
tamanho de um objeto de dimensao 3. Contudo, se tentdssemos utilizar um desses conceitos em um objeto
da dimensdo errada, obteriamos respostas ndo muito uteis ou perguntas sem sentido. Por exemplo:

Qual a drea de um segmento de reta?
Qual o comprimento de uma esfera?
Qual é o volume de um disco?
Qual é o comprimento de um ponto?

Antes de abordarmos o conceito de dimensao fractal, vamos explorar como as dilatagdes e
contracdes do espago (homotetias) estdo relacionadas com a dimensdo de alguns objetos conhecidos.

Seja [ um segmento, independente de ele estar na reta, no plano ou no espaco, e seja k um nimero
natural. Temos que uma homotetia de razéo k transforma / em um outro segmento, que mede k vezes o
comprimento de /. Este segmento ampliado pode, deste modo, ser visto como k cdpias de /. Vé-se na
figura 4.1 que uma homotetia de razdo 3 gera trés copias do segmento original.
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Figura 4.1: Efeito de uma homotetia de razao 3 em um segmento

Seja Q um retangulo, independente de ele estar no plano ou no espago, e seja k um nimero natural.
Temos que uma homotetia de razio k transforma Q em um outro retingulo, cuja 4rea é k> vezes a drea
de Q. Este retangulo ampliado pode, deste modo, ser visto como k? cépias de Q. Vé-se na Figura 4.2
que uma homotetia de razdo 4 produz um retangulo que contém 16 figuras iguais ao retadngulo original.

Figura 4.2: Efeito de uma homotetia de razdo 4 em um retangulo

contém 64 cubos idénticos ao cubo original.

Seja C um cubo no espaco e seja k um nimero natural. Temos que uma homotetia de razao k transforma
C em um outro cubo, cujo volume é k3 vezes o volume de Q. Este cubo ampliado pode, deste modo,
ser visto como k> c6pias de C. Vé-se na Figura 4.3 que uma homotetia de razio 4 produz um cubo que

FZFZZ )

7

Figura 4.3: Efeito de uma homotetia de razdo 4 em um cubo

Nota-se que, nos trés exemplos dados, o que chamamos de dimensao estd no expoente do nimero
k" de cépias da figura original que obtivemos ao realizar a homotetia de razao k. Uma maneira de encontrar
uma expressdo que retire esse expoente do nimero de copias obtidos € aplicando logaritmos:

n=logg(K").
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No exemplo do segmento: log; 3 = 1.

No exemplo do retangulo: log, 16 = 2.

No exemplo do cubo: log, 64 = 3.

Isso nos motiva a considerar o seguinte! conceito de dimensao fractal, que é utilizado para medir
quanto de espago o fractal ocupa de fato.

Dimensao fractal

Se realizando uma homotetia de razdo k obtém-se n cOpias do fractal, definimos a dimensao
fractal deste fractal como

dim = logg n.

Atividade 8: Explique aos estudantes o conceito de dimens@o fractal e motive o conceito através dos
exemplos apresentados.

Vimos que, nos fractais estudados, as poligonais da k-ésima iteragdo s@o copiadas algumas
vezes na (k+ 1)-ésima iteracdo, contudo estas copias sdo reduzidas. Os fractais gerados por estas
iteracdes estdo copiados em si mesmos igualmente”. Discuta com os estudantes qual a razdo da
homotetia que devemos aplicar, em cada um dos fractais, para gerar cépias idénticas. Além disso,
discuta quantas copias das figuras originais sdo geradas por estas homotetias.

e Conjunto de Cantor. Uma homotetia de razdo 3 gera 2 cdpias do conjunto.

e Curva de Koch. Uma homotetia de razio 3 gera 4 cépias do conjunto.

e Curva do Dragdo Uma homotetia de razio /2 gera 2 cépias do conjunto.
Utilizando essas informacdes calcule, com os estudantes, as dimensdes dos trés fractais.

Conjunto de Cantor dim = log;2 ~ 0,63093.
Curva de Koch dim =logz4 ~ 1,26186.
Curva do Dragio dim =log 52 =12.

Fractais em geral ndo precisam ter auto-similaridade exata, isto €, que pequenas partes sejam
cOpias reduzidas exatas do todo, de modo que a dimensdo apresentada ndo € suficiente para todos os casos.
O estudo de fractais em geral e suas dimensdes tem teorias mais elaboradas e o presente material € apenas
um ponto de partida para este estudo.

IExistem também outros conceitos de dimensdo fractal, para mais sobre o assunto sugerimos [2].
2 Aceitaremos esse fato agora, para mais detalhes consulte [5].






Glossario

[ Célula de Hele-Shaw

Uma célula de Hele-Shaw, que foi nomeada em ho-
menagem ao engenheiro inglés Henry Selby Hele-
Shaw (1854 - 1941), é formada por duas placas pa-
ralelas separadas por uma pequena distincia. As
células sdo utilizadas no estudo do fluxo de fluidos
viscosos entre placas paralelas em diversos contex-
tos. Em um experimento de laboratério, uma célula
de Hele-Shaw pode ser construidas com duas pla-
cas paralelas de material transparente (para que seja
possivel observar o interior da célula) com um furo
central, por onde € injetado o fluido.

7

Homotetia

\

Uma homotetia é uma deformacgdo do plano, que
dilata ou contrai todas as distancias a partir de um
ponto fixo. Podemos enxergar uma homotetia como
0 equivalente matematico de um zoom. Uma homo-
tetia centrada em O e com razdo de homotetia k é a
transformacao afim que a cada ponto A do plano faz
corresponder o ponto A’ de modo que:

OA' — kOA.

Note que angulos, razdes entre comprimentos, razdes
entre dreas, razdes entre volumes e o paralelismo de
retas sdo preservados.
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[ Inducao (Matematica)

]

Inducdo é um método usado na Matematica para de-
monstrar propriedades em conjuntos com infinitos
elementos, especialmente para propriedades em N.
Para demonstrar que uma determinada propriedade
vale para todo nimero natural pode-se utilizar o se-
guinte axioma:

Se uma propriedade P(n) vale para
n=1e, além disso, se P(n) vale
implicar que P(n+ 1) vale; entdo
P(n) vale para todo niimero natural.

[ Iteracao

Iteragdo € o ato de repetir um processo com 0 pro-
posito de ou gerar uma lista ilimitada de resultados
ou aproximar um objetivo desejado. Cada repeticao
do processo € dita uma iteracdo e o resultado de uma
iteragdo € usado como ponto inicial para a préxima
iteracdo.

Exemplo: Citamos o processo babilonico para a ex-
tracdo da raiz quadrada do nimero n através de itera-
¢oOes da funcdo

fio=1(+1).

a partir de uma escolha inicial ry.

Para aproximarmos a raiz de 43 com
4 casas decimais de precisdo partimos
da escolha inicial r9 = 5 calculamos

1”0:5 — I :f(l”o) :6,8

= f(}"]) = 6,5618 — 13 = 6,5574

ra = f(r3) = 6,5574.
Ao percebermos que o processo repete o
valor anterior, chegamos ao resultado com
a precisdo escolhida.

Poligonal

Uma poligonal é uma sequéncia de segmentos de
reta, na qual os pontos final e inicial de segmentos
consecutivos coincidem. Uma poligonal pode ser
fechada ou aberta.

[ Retas Tangentes

Existem alguns conceitos distintos de refa tangente.
No contexto deste trabalho, dizemos que uma curva
C tem uma tangente (forte) em um ponto xg € C se
existe uma reta » de modo que, para qualquer angulo
1>> 0 > 0, todas as secantes passando através de x
e y fazem angulo com r menor do que 0 ou sdo para-
lelas a r, se tomarmos x e y suficientemente préximos
de X0.
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